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用有限元法分析接触问题的

一种新的力学模型及计算方法
‘

航空航天部 6 !7 所 何君毅
‘ ’

【摘要】 阐明了用有限元法计算物体接触间题的一种新的力学模型
8

主动接触体网格中一个节

点与被动接触体单元中任意点相接触的模型
,

放弃了过去常用的节点对模型
,

为网格划分带来了

便利
1

在这种模型下
,

给出了粘式
、

康擦滑移
、

开式等接触边界条件
1

按照修正势能原理导出了对称

的接触控制方程
,

可求解接触体具有非线性的静态 9动态的接触间题
1

本文给出了在一次求解迭代

后判断各节点新的接触状态的方法
,

可进一步决定是否和如何修改接触控制方程
1

关祖词
8

有限元法 物体接触间题 力学模型 控制方程 接触条件判断准则

� 前 言

本文放弃了节点对概念
,

采用了点面接触的力学模型
。

当两物体相互接触时
,

为了方便
,

指

定其中之一为主动体:它不允许是刚体 ;
,

另一物体为被动体:它可为刚体;
1

本法出发点是
,

研

究主动体一个接触节点与被动体面元上任何一点 :不一定是网格节点;相接触时情况
,

以建立

力学计算模型
1

由于采用这种模型
,

主动与被动接触面可 自由划分网格
,

在经过一定处理后
,

可

使滑移接触的控制方程成为对称
,

为求解带来极大便利
1

继而用修正势能原理导出最后控制方

程
1

以上优点是 明显的
,

可求解大型实际工程问题
。

在建立方程时
,

采用如下基本条件与假设
8
:�; 主动体内任何节点不允许在被动体内:不允

许材料复盖 ;
,

但对被动体无此限制
1

:!; 两接触体在接触面上的接触力静力相等
。

:<; 本文仍

采用库伦摩擦定律
,

但是
,

静与动摩擦系数可用不同的值
。

! 接触体的物理模型

按照本文模型
,

被动体实际被接触点不一定为网格节点
,

因此对该点的坐标及位移值进行

插值是必要的
1

本文对二
、

三维问题均采用线性插值
。

二维接触表面离散化
8

参见 :!; = :∀; 式
1

图 ) 示出了三维情况下接触表面离散化时被动

体的一个四边形单元
1

主动体一节点 > 可能在被动体面上任意点 ? 与之接触
1

该单元假定由

四个具有共顶点 %: 局部坐标
, = #

、 ≅ = #; 的三角形所组成
。

由图 � 可见
,

在 月Α2 三角形 内一点

? 的面积 :自然;坐标为
‘Β 出Χ ,

一 �9 ∀〔:∀ ( Β Δ;
‘Β Ε ‘Χ ,

Β :∀声Β Φ;
‘Β Ε ‘Χ 。

Β 尹
Β Ε ‘Χ 。

Β 尹Β 翻Χ ,

〕 :);

式中
8 Γ 为总体坐标

≅ ( 、

夕
、

夕为面积坐标
≅左上标 4Β 血 表示参数在该时刻之值

,

右下标 ?
、

月
、

Α
、

Η
、

Ι 表点号
1
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面积坐标 主动点 > 与被

图 � 三维接触表面离散化及变形一致条件

两物体接触可能出

现三 种 状 态
8

粘 式
、

滑

移
、

开式
。

在一个接触面

对中
,

不同部位可能有

不同接触状态
,

固而有

不同的变形一致条件
。

对于二维情况
,

图 ! 示

出了接触时边界变形情

况
,

:‘;次迭代结束时主

动体节点 > 嵌 入被动

体
,

产生了材料重叠 昨
,

由于违反 了协调条件
,

被动体

图 ! 二维接胜边界变形协调示愈 图

应进行修正
1

对于粘式接触
,

被动体表面实际接触点 .:Κ
,

应与主动体 > 点共同运动到 .:Κ
十 ‘’

处

:右上标 :‘;
、

:‘Β �; 表示计算时迭代次数 ;才能使位移协调
,

因此双箭头所指为 :‘Β �; 次迭代经

过接触边界协调处理后的边界形状
1

由图 ! 几何关系可以得到

心
‘,

Λ 可:
‘Β 山Χ 窗

,
一

‘Β ∃ ‘ Χ 全
,
; :! ;

刀“ , = 元了:
‘Β Ε ‘Γ 夕

,
一

‘Β Ε ‘ Γ 分, ; Λ 邪:
‘Β 山Γ 分

,
一 Ε 分

,
; 一

‘Β ∃‘ Χ 分
,

:< ;

元
,

Λ 8 ,

9 Ε歹
·,

Λ 元
, ,

于Β 元
− ,

无 : ∀ ;

式中
8 8
为接触单元局部坐标的单位矢量

,

下标
, 、 8
为接触边界单元沿切向与法向的局部坐标

,

上标 少 为转置符号
, Ε ‘ 为主动接触点 > 处的材料重亚矢量

,

由 :< ;式可见
,

刀为被动体接触边

界上实际接触点 ? 在边界上相对位置
,

其余符号见前面说明
1

由图 ! 可见
,

在粘式情况下
,

在

接触边界上变形一致条件
‘Β ‘Ε全; Λ

‘十 “ Χ 穿
,
一

‘十 ∃‘Χ 公; :Μ( ;

对于滑移情况
,

沿被动接触元法线方向主动接触节点 > 与被动接触点 ? 坐标应相同
,

而切线

方向有相对运动
,

其约束为
,

−Ν
>
二 8 −:

‘Β 山Χ 全
,
一

’Β Ε ‘ Χ分
,
; :ΜΟ ;

即仅有沿法线 自由度方向受变形一致条件约束
1
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1

可将 :Μ( ;与:ΜΟ ;式合成写

叮」
‘
一 叮:

‘Β 山Γ 分
,
一

‘Β Ε ‘Χ ‘·, ,

;

式中
8

马 为一参数
,

下标 Ν表示第 ∃个单元

当为粘式接触时

当为滑移接触时

:ϑ ;

:Μ, ;

, Π∃

Θ,街

一一矶

对于开式情况
,

不存在变形一致条件
1

三维体接触变形一致条件与二维体没有区别
,

可沿用:ϑ; 式
1

考虑接触边界条件的修正势能原理及控制方程的导出

考虑接触边界条件时的虚功原理为系统的总虚功取极值
‘二 一

丁
, 。,‘Ρ ‘, 0 一

丁
。≅ ‘。二‘0 一

工
, ,

·

。一‘Μ 一 。
:6 ;

在 从 力边界上
,

满足静力边界条件 叭 = 了
‘1

式中 护
‘

为外力
1

在 Σ1 几何边界上满足位移边界条

件
。

一云
‘。

云
‘

为外加指定位移
1

对于接触问题还应满足
8

在接触边界上满足 :ϑ; 式的协调条件
,

即

叮 :Χ 分, 一 Χ 分
,
一 岭

,
; Λ # :� ;

将 :�; 式的约束条件用拉格朗日法代入 :6; 式
,

构成修正的势能 ‘
, ,

然后取驻值

“
,
Λ Ε 汀 一 Ε局 Λ # :7 ;

式中 碗 Λ 刀久“,

口:Χ 全
,
一 Η冬

‘,
一 Ε分

,
; : ;

: ; 式中
,

久为拉氏乘子
≅ 刃 表示对所有主动接触节点求和

。

由:7; 式可导出接触问题的控制方

程
。

该式右端第一个变分式可建立常规 :不带接触边界;的线性或非线性的静
、

动力的有限元控

制方程
〔, 〕,

本文仅引用结果
,

重点讨论第二个变分 Ε两
。

由于接触的非线性性质
,

采用增量形式

变分为好
。

替代:ϑ ;式增量形式的接触面变形协调条件为

叮 :Ε 叮穿, Β Ε穿
,
一 」8

分
,
; = # :� # ;

式中 匆护 为主动接触点 > 在 ‘Β ) 次迭代时位移增量
, 」岭

,

为同一迭代时被动点 ? 的位移增

量
,

为简化书写
,

忽略了左上标 4Β 血
。

用上述思路可得出二维情况接触势能

砂
Β , ,

= 久全Β , ,口〔:乃叮分, Β Ε分
,
; 一 :� 一 刀“

,
;刁口穿

,
一 刀Ε 叮会

,

〕 :� � ;

膝Β , ,
Λ 久穿

;
十 Ε 久穿

,
:� ! ;

式中玲
,

主动接触点 > 在第 ‘次迭代时拉氏乘子为已知值
,

」片
,

为由 ‘至 ‘十 � 次迭代时增量
,

为待求值
。

由:� �; 式可见 久‘ 的物理意义为 > 点接触力
1

粘式接触情况
8

在粘式接触情况下
,

实际被接触点 ? 在 ‘次迭代相对位置 尸
,

与 ΚΒ ) 次

迭代时 夕
Β ’

是相同的
。

摩擦滑移情况
8

夕“ Β ” Λ 夕
“ ,

Β 」夕“
, 1

由:< ;式并考虑线性化

Ε 声
‘·,

Λ Τ石
,

Υ
,

〔ς月叮分
,

; Β Τ」穿
,

Υ 一 ΤΕ 叮全
,

Υ〕 :� < ;

约束位移条件的具体表达式为

Τ
, 1

Υ
−

Τ」&夕
,

Υ Λ Τ
”1

Υ
−
::∃叮公, Υ Β 《Ε公

,

Υ; :� ∀ ;

在将 :� < ;
、

:� ∀ ;式代入 :� � ;式时
,

假定由 ‘至 ‘Β � 迭代步长足够小
,

因而忽略了 」尸
, ,

这样简

化结果可导出对称的方程
,

自然
,

步长不可过大
。

开式接触情况
8

由于接触力为零
,

因而 碗为零
,

从而略去
。
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图 ) 示出了在三维时主动接触点 > 运动情况
,

与二维问题类似
,

其增量形式为 :� # ;式
,

将

:�; 以位移参数代入

∀叮 :Ε 叮公
,

Β Ν穿
,
; 一 叮 :∀( “,

Β , “ ,
;Ε砂

,

Β :∀夕“
,

Β Φ“,
;Ε 叮犷

,

十 Φ“, 」砂, Β Δ‘
, , ∃夕公

,

〕一 #

:� ϑ ;

:� ϑ ;式为三维接触的位移协调条件的增量形式
。

粘式接触情况
8 ( “, 、

声“
, 、
夕“,
分别等于

( “Β ” 、

声
‘’Β ‘’、 Δ‘Β ’ ,

:� ϑ ;式中 矶Λ Θ Π〕为单位矩阵
1

摩擦滑移情况
8 ( “Β ‘’

= ( “,

Β Ε 。“, ,

夕“ Β ” = 声
“,

Β Ν夕
“, , 夕“ Β ” Λ 夕“,

Β 月Φ‘”
1

同二维
,

求 瓜 时
,

步

长不大时忽略了各增量
,

简化方程达到对称
。

此时 :�ϑ ;式中
, Η , 一 :8 , Υ

,

即单元法向单位矢量
。

开式接触情况
8

接触力为零
,

而 为零
,

从而略去
1

将 :� � ;
、

:� ! ;:二维 ;或 :� ϑ ;
、

:�! ; :三维 ;代入 : ;式
1

利用原来成果
〔, 〕,

按有限元通常推导

过程
,

得到带接触最后控制方程

�

�
曰

、 、卫亩! 己!
子几、 ‘、

口
‘

久  
,

�
! 

、
!

‘

∀
!产��,�且」

#

!∃∃月%
&

∋

� �∃(∃(∃(曰
)∗+∗甘

「管,」〔
”

言
‘’

」
∋

「−
. 叮/ ‘0

〕
∋ # 夕

,
#分0

驴
,

1

2
3

%
�  4�∃∃习∗5∗“一

一
6
7

% ∋ 6
8

%
一
「
9 “’

0
一
6:

“

;「母
/ ‘’

∀
、
2
< 1

∀6女
“ ’

〕∋ 6斑
‘0

〕 / ∀ = 0

&>  & >  & 1  & 1 1 口 & 1  & >  & 1  &』
‘!  

 

方程总维数应为各接触体位移自由度加主动体接触点独立接触力数
,

该点为粘式接触时
,

接触

力数与位移自由度数一致
− 当为滑移接触时

,

一个主动体接触点仅有一个未知接触 力
!

:
、

?
、

#护
、

7
、

8
、

≅/
‘,

分别为系统的质量
、

阻尼
、

切向刚度 /当接触体为线性时
,

即为一般刚度阵 0矩阵
、

体积力
、

表面力
、

等效节点力矢量
。

#
。 、

Α?
、

肚
、

. 是由于接触的附加项
,

具体表达式 由于篇幅所

限不再列 出
,

其中 # 。

是接触节点自然坐标表达的矩 阵
,

Α< 上次迭代主动节点接触力矢量
,
」

为材料重叠矢量
, 」久为接触力增量矢量

。

式 / ∀ = 0是一个对称的非线性方程组
,

而且每次迭代未知数系数矩阵都随接触状态变化而

改变
。

本文采用纯牛顿一拉斐逊法求解此方程组
。

对于动力问题
,

采用 Β ∃ Χ Δ Ε2 Φ 法
,

根据动量

及能量守恒原量
,

取 Ε 一 ∀ΓΗ
,

‘Ι ∀ ΓΗ 时可得满意精度
!

ϑ 接触条件的判断与修正

由接触方程 / ∀ = 0可解得 ‘∋ ∀ 迭代步接触力与位移
,

此时必须判断各节点处于什么样接触

状态
,

当一个节点 ‘与 ‘十 ∀ 步接触状态不同时
,

如何修正 ‘十 � 步的接触条件
。

其过程如下
,

由

式 / ∀ = 0得接触节点力
,

按插值函数求得等价的接触单元分布力
,

进而求出接触单元的合力
,

从

而判断两接触单元的接触状态
,

再由一个接触节点周围各单元接触情况判断该节点接触状态
,

最后根据节点接触状态
,

修改控制方程进行新的一步迭代
!

由单元法向与切向合力可判断接触表面单 农 ∀ 主动体接触节点判据

其他相邻元

接触状态

一相邻元接触状态

枯 式 淆 移 开 式

粘式

粘式

枯式

枯式

滑移

淆移

枯式

汾移

开式

式式移粘滑开

元的接触状态
。

/ ∀0 开式
,

法向分量 卿 为负
,

下标 Κ表单元

元号
,

上标
,

表法向
。

接触力应修正为零
。

/ Η0 粘式
,
法向合力 叱 /压力 0为正

,

切向合

力 乃 绝对值小于静摩擦力
,

不需对接触 力修

正
。

/ Λ0 摩擦滑移
,
法向合力为正

,

切向合力绝对值大于静摩擦力
,

需要对接触力进行修正
,

使



第 ∀ 期 用有限元法分析按触间厄的一种新的力学棋型及计算方法
1

其切向分量等于摩擦力
。

主动接触面上节点接触状态由其相邻接触单元决定
,

其法则列于表 �
1

按照判断后主动点

状态修正 :� 6; 式中 >舒
‘’

与 Ε Ω:
‘十 ‘’,

进行新的迭代
1

至此完成一次求解全过程
1

接触迭代收敛准则为节点接触力不平衡准则 ΥΥΕ Ω:Κ
,
一 Ε Ω:Κ

十 ‘’

ΥΥ9Π Ρ Ε Ω:Κ
十 ”

ΥΥ簇
。1

式中
。
为

给定容差
1

ϑ 算 例

本文所述理论与方法 已编入航空航天部 6! 7 所开发的通用非线性程序 + .% Ξ + 5 Μ 中
,

并

已算过大型工程实际课题
。

此间仅给出两个小的算例
。

〔例 �〕 一个球一部分与一个刚性面相接触
,

球缺上部施加初位移 #
1

Μ∋ ∋ ,

其几何尺寸

及网格见图 <
,

本例中物体设为线性
,

使用二维轴对称元
。

��� 222

∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀∀

<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<<

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

�����������������������������������������������������
666666666 ) ���竺竺三三

物体为弹性

屯Ψ ,− 4Ζ 解析解

‘
’

牛
、

二[
) [ 狄

#
1

ϑ卜 物体为弹塑性 甲 又

1‘三[罗乙叫ΧΟ

!
1

# ∀
1

# 6
1

# 7
1

自点 � 的距离

被 动体 :刚体; 6�

田 < 球峡与剐性平面接触圈 田 ∀ 本法与 Ψ 1− 4Ζ 法计算结果比较

Θ例 ! ∴ 载荷
、

结构
、

网格等均同于例 � ,

但接触体为弹塑性
。

图 ∀ 给出了本文与 Ψ, −4 8
解析法计算结果的对比

,

在弹性情况下本法结果与 Ψ,
−4Μ 法很一

致
≅
在弹塑性情况下

,

由于接触区应力集中
,

所有接触单元及临近单元进入塑性
,

接触应力下

降
,

接触面积加大
。
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